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MODELOVANIE MESACNYCH PRIETOKOVYCH
RADOV S APLIKACOIU SETAR A LSTAR MODELOV

Danuse Székeova, Silvia Kohnova

Modelovanie prietokovych radov a predpovedanie prietokov patri medzi dolezité ulohy inzinierskej hydrologie. V praci
sme analyzovali mesa¢né prietokové rady a vytvorili matematické modely niekolkych radov nameranych na staniciach
Banska Bystrica (Hron), Moravsky Jan (Morava) a Lekarovce (Uh) v referenénom obdobi 1961 az 2000. Najskor sme
odhadli systematick funkciu, ktora popisuje trendy a cyklické zlozky v ¢asovych radoch. Nasledne sme aplikovali
viacrezimové modely typu SETAR a LSTAR narezidudlne rady systematickej funkcie a vytvorili aditivne modely
priemernych mesaénych prietokov. Cielom bolo otestovat’ vhodnost’ pouzitia viacrezimovych modelov pri modelovani
a simulacii prietokovych radov.

KIUCOVE SLOVA: priemerné mesa&né prietoky, systematicka funkcia, viacrezimové modely typu SETAR a LSTAR, aditivne
modely radov

MODELLING OF THE MEAN MONTHLY DISCHARGES USING THE SETAR AND LSTAR REGIME
SWITCHING MODELS. The modelling and forecasting of flows is very important problem for reservoir
management. Time series analysis based on past records from Slovak stream-gaugin stations is used for building
mathematical models and simulation in hydrology. In this paper we made analysis of discharge time series obtained at
the stations Banska Bystrica (Hron), Moravsky Jan (Morava) and Lekarovce (Uh) in the period 1961 to 2000. At first we
have created systematical function to describe trends and cycles in the data. Then we have applied the SETAR and
LSTAR regime switching model class for modelling systematic function residual time series and we have created
additive discharge models. The aim was to test profitability of regime switching models for modelling and simulation

water discharge time series.
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Uvod

Poznavanie javov v prirode, porozumenie zakonitos-
tiam, ktorymi sa vyznacuju a aplikovanie ziskanych
znalosti v praxi je dlhodoby proces, ktory umoziuje
I'udom lepsie vyuzivat prirodné zdroje, predvidat’ pri-
rodné katastrofy a zmiernit’ ich nasledky.

Jednym z hlavnych problémov hydrolégie a vodného
hospodarstva v sucasnosti je skiimanie klimatickych
zmien a ich vplyvov na hydrologické charakteristiky
tokov. Zmeny klimatickych pomerov mézu v nepredvi-
danej miere ovplyvnit’ prirodzené prietoky a sposobovat’
ich neplanované vykyvy. Hladaji sa odpovede na
otazky, Co je pri¢inou povodni a dlhotrvajucich obdobi

sucha, ¢i sa podobné javy vyskytovali aj v minulych
obdobiach a ¢i ich intenzita bude rast’ aj v buducich
rokoch. Pri hladani odpovedi na tieto otazky je
nevyhnutné vychadzat’ z dokladnej analyzy historickych
udajov o klimatickych a hydrologickych javoch (prieto-
ky, teploty, zrazky), ktoré su zékladom pre zostavovanie
vhodnych modelov, ktoré matematickymi prostriedkami
adekvatne popisujii pozorované javy a ich zavislosti.
Predstavuju vyznamny prostriedok pre odhalovanie
zékonitosti hydrologickych procesov prebiehajucich
v prirode a v kone¢nom désledku nastroj na predpo-
vedanie budtcich udalosti (Komornikova a kol., 2008;
Svetlikova a kol., 2008).

V oblasti analyzy meteorologickych a hydrologickych
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Casovych radov sa v druhej polovici 20. storoc¢ia zacali
uplatinovat’ metoédy Kklasickej analyzy casovych radov,
matematickej Statistiky a matematického modelovania.
Analyzovala sa najcastejSie ¢asova variabilita hydrolo-
gickych procesov, cyklické zmeny a extrémne hydrolo-
gické javy. Vzniklo vela odbornych prac vyuzivajucich
korelogramy, periodogramy, harmonicku a spektralnu
analyzu, regresné metody, atd’., ako aj vela datami
riadenych matematickych modelov, ktoré zohladnuji
vztahy v jednorozmernych a viacrozmernych prirod-
nych procesoch.

Datami riadené modely st zalozené na extrahovani
a vyuzivani informécii, ktoré su implicitne obsiahnuté
v hydrologickych déatach bez toho, aby sme do modelu
priamo zahrnuli fyzikadlne zékonitosti, ktoré tvoria
zaklad odtokovych procesov. Popularita datami riade-
nych modelov prietokov, t.j. modelov, ktoré vyuzivaju
iba historické udaje, vzrastla prudko v stvislosti s po-
klesom casovych narokov na odhad parametrov mode-
lov a na spracovania velkého mnozstva dat. Tieto mo-
dely poskytuju aj moznosti pre fyzikalnu interpretaciu
procesov a pre pochopenie javov prebiehajicich v po-
vodiach, ale predovsetkym umoznuju aj relativne presné
a dostato¢ne rychle predpovedanie hodndt prietokov.

V minulosti sa pri tvorbe modelov suvisiacich s vodny-
mi zdrojmi najCastejSie vyuzivali linedrne modely, ich
moznosti boli v§ak vzhladom na to, ze vyzaduju sta-
cionaritu Casovych radov, dost obmedzené. Vysledky
aplikacie tejto triedy modelov pri modelovani hydrolo-
gickych casovych radov boli publikované vo viacerych
pracach domacich aj zahrani¢nych autorov (Salas, 1993;
Koutsoyiannis, 2005; Pekarova, 2003; Szolgay, 2005;
Komornikova a SzoOkeova, 2008; Svetlikova akol.,
2010).

Modifikdciami linearnych modelov, ktoré nasli uplatne-
nie v hydrolégii, st aj autoregresné integrované ARIMA
modely (Pekdrova, 2003) a frakcionalne integrované
ARFIMA modely (Székeova, 2007). Aplikovanie
ARIMA a ARFIMA modelov suvisi so Statistickymi
vlastnostami prietokovych radov, ako aj s popularitou
Box Jenkinsovej metodologie. Komornikova a Sz6-
keova (2004) testovali priemerné mesaéné prieto-ky
arocné prietoky naniekol’kych tokoch (Kysuca, Uh,
Topl'a, Cubochnianka, Torysa) vzhl'adom na existenciu
dlhej pamite (Long Memory) a v zavislosti od vysledku
testu pouzili modely ARFIMA.

Mnoho autorov sa v stéasnosti venuje modelovaniu
prietokovych a zrazkovych radov s aplikaciou nelinear-
nych viacrezimovych modelov (regime switching mo-
dels). Prvé vysledky modelovania s prepinanim rezimov
v zavislosti od predchadzajucich (posunutych) hodnot sa
objavili v pracach (Tong, 1978, 1990) a (Tong, Lim,
1980). Amendola (2003) predpovedala s vel'mi dobrymi
vysledkami hodnoty hydrologickych radov pouzitim
viacrezimovych modelov s prepinanim rezimov vzhla-
dom na prahovu hodnotu indexu API (Antecedent Preci-
pitation Index). Najjednoduchsie viacrezimové, t.j. TAR
modely nenasli v§ak v hydrolégii vicSie uplatnenie.
Viacrezimové modely typu SETAR a LSTAR boli

pouzité na modelovanie prietokov v oblasti mokrade
Klastorské luky (Svetlikova, 2006). V praci Szokeova,
Kohnova (2012) st uvedené pomerne dobré vysledky
aplikacie dvojrezimovych SETAR modelov pri popise
apredpovedi priemernych mesaénych prietokov na
niekol’kych tokoch v povodi Hrona. Viacrezimové mo-
dely mozu byt vhodné aj pre analyzu extrémnych uda-
losti v Casovych radoch.

Vyber a vstupnd analyza ddt prietokovych radov

Hydrologické ¢asové rady, ktorych analyzu predklada-
me, maju tvar diskrétneho Casového radu a jedna sa
o postupnosti hodnét priemernych mesac¢nych prieto-
kov. Tieto jednorozmerné ¢asové rady ziskané na zakla-
de merani vo vodomernych staniciach pocas dlhSieho
¢asového obdobia predstavuji zdkladné udaje, pomocou
ktorych popiSeme matematické zakonitosti priebehu
prietokov aich zmien spdésobenych fyzikalnymi,
geografickymi a klimatickymi ¢€initel'mi, ktoré sa ozna-
¢uju ako hydrologicky rezim tokov.

Casové rady prietokov, ale aj hodndt zrazok a teplot,
ktoré st sledované na tzemi Slovenska v niektorych
staniciach uz od tridsiatych rokov minulého storocia,
predstavuju cenné Udaje pre analyzu hydrologickych
javov a pre ich matematicku interpretaciu v tvare mate-
matického modelu. Pre ucely predpovedania buduicich
vyskytov suchych a vodnych obdobi je potrebné vystih-
nut’ trendy i dlhodobu periodickost’ v tychto radoch,
vytvarat’ stochastické modely a vychadzat' pritom z Co
najdlhsich historicky pozorovanych prietokovych radov.
V tychto radoch je potrebné v prvom rade popisat
trendy, sezonnost, ako aj kratkodobé (2 — 5 rocné)
a strednodobé (5 — 15 ro¢né) a dlhodobé (15 — 100 roc-
né) cykly, ak predpokladdme vylucenie zmien spdsobe-
nych antropogénnou ¢innostou.

V tomto prispevku sme pouzili Casové rady priemer-
nych mesaénych prietokov ziskané meranim v troch
vodomernych staniciach situovanych na tokoch v zépad-
nej, strednej avychodnej Ccasti Uzemia Slovenska.
Prvym tokom je Hron, vodomernd stanica Banska
prameni na svahoch Kralovej hole a usti do Dunaja.
Dizka toku je 280 km a celé povodie mé rozlohu takmer
5500 km?. Vodomerna stanica Banska Bystrica leZi na
175,2 km toku Hrona, merania prietokov sa vykonavaju
od roku 1931. Daldim skamanym tokom je Morava,
vodomerna stanica Moravsky Jan. Rieka Morava,
povodie Dunaj, prameni v Cesku na severnej Morave.
Na dolnom toku tvori prirodzenti hranicu medzi Ces-
kom a Slovenskom a medzi Slovenskom a Raktiskom.
DiZka toku je 329 km, z toho na Slovensku 114 km, celé
povodie ma rozlohu 26580 km®. Vodomerna stanica
Moravsky Jan lezi na 67,15km. Na tejto stanici sa
vykondvaji merania prietokov od roku 1922. Posled-
nym vybranym tokom je vychodoslovenskéd rieka Uh,
povodie Bodrog a Hornad. M4 celkovi dizku 127 km,
prameni na Ukrajine, iba 21,3 km pretekd Uzemim
Slovenska. Stanica Lekarovce lezi na 16,6 km, a mera-
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nia prietokov sa vykonavaji od roku 1931. Na analyzu
prietokov sme v tejto praci vybrali Cast’ idajov, ktoré
boli ziskané v referenénom obdobi 1961 az 2000, to zn.
n =480 mesiacov.

Pre vzajomné porovnanie rdéznych datovych suborov sa
vyuzivaju viaceré Statistické charakteristiky, t.j. Cisla,
ktoré nahradzujui cely dlhy rad hodndt sledovanej
veli¢iny.

V tabulke 1 st uvedené zédkladné Statistické charak-
teristiky jednotlivych vzoriek priemernych mesacnych
prietokov. Hodnota u predstavuje dlhodoby priemerny
mesacny prietok. Hodnoty Standardnych odchyliek o
informuju o rozkolisanosti prietokov pocas daného
obdobia. Priemerné prietoky Hronu a Uhu st porov-

natelné, avSak tok Uh ma ovela vyS$Siu Standardnu
odchylku ako Hron. Tok Morava ma najvacsi prietok aj
Standardnu odchylku z vybranych radov.

Vsetky analyzy a vypocty v tejto praci sme realizovali
pomocou vypoctového systému Wolfram Mathematica
9.0, v ktorom je k dispozicii vel'a procedur ul'ahcujucich
aplikéaciu r6znych matematickych metdd a algoritmov.
Histogram je grafickd reprezentacia, pomocou ktorej
mozno zistit pravdepodobnostné rozdelenie dat.
Z obr. 1 je zrejmé, Ze histogramy mesacnych prietokov
analyzovanych stanic maju niekol’ko vrcholov a data
nemaju Standardné pravdepodobnostné rozdelenie.
Pravdepodobnost’ vyskytu extrémne vysokych prietokov
je na skiimanych tokoch najvicsia v pripade toku Uh.

TabulPka 1. Zakladné Statistické charakteristiky priemernych mesa¢nych prietokov na vybranych
Yp Yy ych p vy y
tokoch, referenéné obdobie 1961 — 2000

Table 1. Basic statistical characteristics of the mean monthly discharges on selected rivers
from the period 1961 — 2000
Priemerné mesacné prietoky
. Vodomerni Plocha (1961-2000)
C. Tok stanica povmzila [m’5s]
[km”]
Min | Max | Mediin 1} c

1. |Hron Banska Bystrica 1766,48 73] 1229 18,6 25,44| 18,63
2. |Morava Moravsky Jan 24129,30 15,1] 574,8 80,45| 106,33 80,93
3. |Uh Lekarovce 1989,41 1,8] 203,0 223 30,64| 28,25
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Obr. 1.
Fig. 1.

Histogramy hodnaot priemernych mesacnych prietokov, obdobie 1961 — 2000.
Histograms of the mean daily discharges, period1961 —2000.
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Trendy a cyklické procesy v mesacnych prietokoch

Casové rady povazujeme za stacionarne, ak neobsahuji
trendy alebo cyklické zlozky. V takom pripade st Statis-
tické charakteristiky ako stredna hodnota, rozptyl, Stan-
dardna odchylka kons$tantné v ¢ase. V opacnom pripade
su rady nestacionarne. Vo vSeobecnosti mozno povedat’,
ze rocné hydrologické Casové rady su spravidla sta-
cionarne. Tento predpoklad nemusi byt pravdivy
v pripade dlhodobej klimatickej variability, prirodnych
zlomovych udalosti, ako su vulkanické erupcie alebo
zmeny zapriinenych ludskou c¢innostou, napriklad
stavbou prichrad a zmenou tokov. Hydrologické rady
definované v Casovych intervaloch kratSich ako rok,
napriklad v mesacnych intervaloch, sa vyznacuji spra-
vidla nestacionaritou, predovSetkym ako dosledok
roénej sezonnosti.

Prirodné procesy a l'udska ¢innost’ spdsobuji dlhodobé
zmeny, ktoré sa oznacuju ako trendy. Zdrojom trendov
aich zlomov v prietokoch mozu byt klimatické zmeny,
ako aj zasahy cloveka v povodiach, preto je vzdy
potrebna analyza tejto zlozky ¢asovych radov (Komor-
nikova a Szdkeova, 2005).

Casové rady, ktoré reprezentujii pozorovania prirodnych
procesov v intervaloch kratsich ako rok (denné, tyzden-
né, mesacné) sa Casto vyznacuji sezonnou periodickou
zlozkou. Sezonnost’ alebo iné cykly v ¢asovych radoch
sa prejavuju v Statistickych charakteristikach, ktoré sa
menia pocas roka, resp. tyzdia, dia a pod.

Hodnoty ¢asového radu y, mozno potom vyjadrit' ako
sti€et hodnot Styroch systematickych zloziek (dekompo-
zicia ¢asového radu):

Yt:TtJrStJrCtJth (1)

kde

T; —je dlhodoby trend,

S; —je sezénna zlozka,

C, —je cyklické (nesezonna) zlozka,

7, —je chybova (nesystematicka, rezidualna) zlozka
(zahriiuje nepravidelnosti).

Casové rady priemernych mesaénych prietokov vykazu-
ju existenciu vSetkych tychto zloziek, ktoré popisujeme
matematickymi funkciami. Pri odhade systematickej
funkcie sa postupuje nasledovne:

—pomocou linearnej alebo nelinearnej regresnej analy-
zy ziskame matematickl funkciu trendu (v prietokovych
radoch sme identifikovali ako najvhodnejsi linearny
trend);

— z Casového radu ziskaného odpocitanim hodnét trendu
od pozorovanych dat ur¢ime pomocou regresnej analyzy
sezénnu zlozku, ktord reprezentuje periodické zmeny
opakujuce sa v priebehu roka (ma tvar suctu funkcii
sinus a kosinus s periddou odpovedajucou jednému
roku);

— z Casového radu ziskaného odpocitanim hodnoét trendu
a sezonnej funkcie stanovime pomocou spektralnej
analyzy a Fischerovho testu vyznamné frekvencie, ktoré
popisuji periodické zmeny, v ktorych dizka periody
nezodpoveda kalenddrnym jednotkam (cyklicka funkcia
ma tvar suctu sinusov a kosinusov pre kazdu vyznamnu
frekvenciu s koeficientmi odhadnutymi pomocou
regresnej analyzy) (Cipra, 1986);

—rezidudlnu zlozku dostaneme odpocitanim hodndt
systematickej funkcie od nameranych udajov.

Odhad systematickej funkcie, sme urobili pre vsetky
vybrané rady priemernych mesaénych prietokov. V ta-
bulke ¢. 2 si uvedené parametre linearneho trendu,
vyznamné cykly periodickej zlozky a Statistické charak-
teristiky syntetickych radov vycislenych ako hodnoty
systematickych funkcii.

Na vsetkych vybranych tokoch je smernica linearneho
trendu prietokov zapornd, ¢o znamena velmi mierny
pokles prietokov v priebehu referencéného obdobia 1961
— 2000. Vo vsetkych prietokovych radoch boli zistené
okrem 12-mesac¢ného cyklu (sezénnost’ radu), aj cykly
s dizkou 4, 6, 14 a 120 mesiacov a cyklus 60 mesiacov
(okrem toku Uh). Stredné hodnoty simulovanych radov
na zéklade systematickej funkcie si porovnatelné so
strednymi hodnotami pozorovanych radov (tab. 1).
Standardné odchylky syntetickych radov si o nieco
mensie.

Tabul’ka 2. Parametre linearneho trendu, vyznamné cykly, Statistické charakteristiky hodnot
y ykly y
generovanych systematickou funkciou, obdobie 1961 — 2000

Table 2. Parameters of the trend function, significant cycles and statistics of the valus
generated by systematical function, period 1961 — 2000
Systematické funkcie priemernych mesaénych prietokov (1961 — 2000)
. Linearny trend Vyznamné Statistické charakteristiky
C. Tok atb.t cykly syntetickych radov
a b [mes] u o R’ Orez
1.  |Hron 29,62 | —0,017 |12,4,6,14,24,30,44,60,120 2544 | 13,19 | 0,50 13,18
2.  Morava 116,70 | —0,043 |12,4,6,14,20,30, 60,120 106,40 | 54,58 | 0,46 59,62
3. Uh 31,06 | —0,002 |12,3,4,6,8,14,24,48,120 30,64 | 16,10 | 0,32 | 2321
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V tabul’ke 2. je uvedena aj hodnota koeficientu determi-
nacie R%. Stru¢ne mozno povedat, 7e tento koeficient
urcuje, aky podiel variability pozorovanej premennej je
vysvetleny systematickou funkciou a ilustruje praktickt
cennost’ takéhoto modelu. Cim je vi¢sia hodnota
koeficientu R?, tym adekvatnejsi je matematicky popis
udajov. Z vysledkov je zrejmé, Ze systematicka funkcia
predstavuje z hl'adiska tohto koeficientu lepsi matema-
ticky model v pripade tokov Hron (50 %) a Morava
(46 %), najhorsi pre tok Uh (32 %).

V poslednom stipci tabul’ky si uvedené hodnoty smero-
dajnej odchylky G, rezidualneho ¢asového radu, ktort
treba v procese tvorby matematickych modelov minima-
lizovat’. Stredné hodnoty rezidui st vo vSetkych pripa-
doch rovné nule.

Graficka reprezentacia pozorovanych mesa¢nych prieto-
kov (Ciarkovana Ciara) a graf systematickej funkcie me-
sa¢nych prietokov (plna ¢iara) je na obrazku 2.

Nelinedrne modely casovych radov

Pred viac ako dvadsiatimi rokmi uverejnil Hamilton ¢la-
nok o nelinedirnom modelovani hodnét hrubého doma-
ceho produktu, ¢im sa zacala etapa zaujmu o proble-
matiku nelinedrnych modelov (Hamilton, 1989; Hamil-
ton, 1994). Tieto modely sa uplatiiuju v réznych oblas-
tiach, napriklad v ekonomike, ale aj hydrologii, geodé-
zii, atd. Dve vyznamné triedy nelinedrnych modelov
predstavujii modely s podmienenou heteroskedasticitou
a viacrezimové modely.
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Obr. 2.  Priemerné mesacné prietoky a grafy systematickych funkcii priemernych
mesacnych prietokov, obdobie 1961 —2000.
Fig. 2. Mean monthly discharges and time series of systematical functions of mean

monthly discharges, period 1961 —2000.
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ViacreZimové modely alebo modely s premenlivpmi
refimami (regime switching) jednoduchym spdsobom
zachycuji zmeny autokorelacie, resp. rozptylu ¢asového
radu, ktoré mozno chapat’ ako zmeny spravania sa pro-
cesu. Formalizuju myslienku, ze existuje urcity pocet
roznych rezimov generovanych stochastickym proce-
som. Jednotlivé rezimy moézu byt reprezentované
napriklad mnozinou jednoduchych linearnych modelov
(Hamilton, 1989; Terdsvirta, 1994). Nelinearne viacrezi-
mové modely nemusia byt jednozna¢ne prostriedkom
na Uspe$ni simuldciu procesov, maju svoje uskalia,
ktoré sa tykaju metdd pre odhad parametrov zékladnych
modelov a spdsobov prepinania medzi jednotlivymi
rezimami (Franses a van Dijk, 2000).

Doteraz bolo navrhnutych niekolko typov viacrezimo-
vych modelov, ktoré sa odliSuju napriklad sposobom
prepinania rezimov. Prepinanie méze byt uréené hodno-
tou pozorovatel’nej veli¢iny (observable variable) alebo
nepozorovatel’nej veli¢iny (unobservable variable). Pri
simulacii procesu sa v kazdom ¢&asovom okamihu
vy¢isl'uje hodnota jedného rezimu (pripadne ich linearna
kombinacia).

Okrem systematickej zlozky obsahujii pozorované ¢aso-
vé rady nahodnu rezidudlnu zlozku tvorent fluktuaciami
v priebehu ¢asového radu, ktoré nemaju spravidla roz-
poznatel'ny systematicky charakter. Tato zlozka by mala
predstavovat’ Gussovsky biely Sum. Ak to tak nie je,
pristupi sa k $pecifikacii a odhadu nejakého stochas-
tického matematického modelu rezidualneho Casového
radu. NajcastejSie sa na ako prvy aplikuje linedrny
model, tento postup sme pouzili a popisali vo viacerych
pracach (Komornikova a Szdkeova, 2004, 2008) a mo-
del prietoku je potom aditivny model vytvoreny ako
sucet systematickej funkcie a stochastického linedrneho
modelu rezidui. V tomto prispevku sme rezidudlny rad
systematickej funkcie modelovali pouzitim dvoch typov
modelov z triedy viacrezimovych modelov s prepinanim
na zdklade pozorovatel'nej premennej, a sice trojrezimo-
vého SETAR modelu advojrezimového LSTAR
modelu.

Modely priemernych mesacnych prietokov s aplikdciou
trojreZimovych SETAR modelov rezidui systematickej
funkcie

Za jednorozmerny diskrétny cCasovy rad povazujeme
mnozinu pozorovani nejakého javu {yi,¥2,...,Yi-- s
pricom predpokladame, Ze pozorovania sa vykonavaju
v rovnakych ¢asovych intervaloch. Index t mozno pova-
zovat’ za Cas, to zn. y, je hodnota pozorovania v Case t.
Celkovy pocet prvkov v ¢asovom rade nazyvame diska
casového radu a budeme ju oznaCovat n.

SETAR model (SelfExciting Threshold AutoRegressi-
ve) je model, v ktorom je reZzim v ¢ase t ur¢eny hodno-
tou nejakej prahovej premennej (threshold variable),
ktord nadobuda posunuté (oneskorené) hodnoty analy-
zovaného Casového radu y, 4 (lagged endogenous va-
riable), kde parameter oneskorenia d (delay parameter),

d>0, je celé cislo udavajuce posunutie. V pripade
dvojrezimového modelu sa hodnota prahovej premennej
g: porovnava s prahovou hodnotou c (threshold value);
prvy rezim nastane, ak plati q,<c, druhy rezim, ak
g:>c.

Vektory autoregresnych parametrov linearnych modelov
jednotlivych rezimov, ktoré si zavislé od hodnoty pra-
hovej premennej q;, ozna¢ime ®(q)={Pio,....Pip}, 1=
1,2, p=max(p;,pz). Hodnoty dvojrezimového SETAR(c;
p1,p2,d) modelu s prahovou hodnotou ¢, so zakladnymi
autoregresnymi linearnymi modelmi AR(p), v kazdom
rezime a s oneskorenim d mozno popisat’:

V= (¢1,0+¢1,1Y£—1+- . -+¢l,py&p+lgt) I[yt-asc] + (d2,0102,1y1
it -+¢2,th—p+ &) I[yea>c], 2

kde

diotdi1 Y t. .. +0ip yip , i=1,2, —st autoregresné poly-
némy, popisuju rezimy urcené hodnotou prahovej
premennej vzhl'adom na prahovu hodnotu c,

I[A] —je indika¢na funkcia s hodnotami I[A]=1 (ak
udalost’ A nastane), I[[A] =0 (v opacnom pripade),

{'e} —je proces i.i.d.N(0,'c%) (independent and identi-
cally distributed), i=1,2.

Tvorba dvojrezimového SETAR sa zacina Specifikdciou
parametrov d a p;, i=1,2. Prahova hodnota ¢ musi byt
zvolena tak, aby obidva rezimy obsahovali dostato¢ny
pocet hodnot. Nasleduje odhad autoregresnych koefi-
cientov ®; zakladnych modelov AR(p;), i=1,2, pouzitim
metddy najmenSich S$tvorcov. Nakoniec sa vyberie
vysledny model z modelov odhadnutych pre vsetky
hodnoty ¢ dany mnozinou parametrov 0={c,p;,p,, P,
@2,01,0’2}.

Pri experimentoch s aplikdciou SETAR modelov v adi-
tivnych modeloch prietokovych radov sa ukazalo, ze je
potrebné pouzit' najmenej tri rezimy. Odhad trojrezi-
mového modelu SETAR(c,co;p1,p2,p3,d) obsahuje tie
isté kroky, treba vSak odhadovat’ autoregresné para-
metre troch rezimov popisanych zakladnymi modelmi
AR(p;), i1=1,2,3, vzavislosti na dvoch prahovych
hodnotach ¢, c,.

Vysledky odhadu trojrezimovych SETAR modelov rezi-
dualnych radov mesa¢nych prietokov pre vybrané toky,
ako aj Statistické charakteristiky syntetickych radov
generovanych pomocou aditivnych modelov, t.j. suctu
hodnoty systematickej funkcie a simulovanej hodnoty
na zéklade trojrezimového SETAR modelu, su v tabul-
ke 3. Vo vSetkych SETAR modeloch sme pouzili za-
kladné autoregresné AR(p) modely maximalne radu
p=3, posunutie bolo identifikované vo vsetkych pripa-
doch hodnotou d=1.

Na obrazku 3 si zobrazené pozorované hodnoty
priemernych mesacnych prietokov (Ciarkovana Cciara)
a simulované hodnoty mesac¢nych prietokov (plné ciara)
na zaklade aditivnych modelov s trojrezimovymi
SETAR modelmi rezidui systematickej funkcie.
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Tabul’ka 3. Parametre trojreZimového SETAR(c;,c2;p1,p2;p3,d) modelu rezidui systematickej
funkcie a Statistické charakteristiky syntetického radu priemernych mesaénych
prietokov generovanych aditivnym modelom (systematicka funkcia + trojrezZimovy

SETAR model rezidui), obdobie 1961 — 2000

Table 3. Parameters of the SETAR (cl, ¢2; pl, p2, p3, d) residual model of the systematic
function and the statistical characteristics of the synthetic timeseries of the average
monthly discharges generated by the additive model (systematic function + SETAR
residual model), period 1961 to 2000

L. . P Statistické charakteristiky
Tok Parametre trojreZimového modelu rezidui simulovangch hodnét

SETAR(chCz,P1 ap29p39d)

(1961-2000) aditivneho modelu prietokov

o1 C Pr | P2 [ P3| d O 871 O3 1] o
Hron -5,26 1,50 3 1 1 3,34 2,59 3,14 25,35 13,46
Morava 1635| 46,71 2 | 1 | 2 | 1 7,63 7,71 7,38 106,90 60,51
Uh -8,53 8,94 | 1 3 1 1 2,67 2,97 2,94 30,45 17,73
Hron
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Obr. 3.  Priemerné mesacné prietoky a simulované hodnoty na zdiklade aditivneho
modelu (systematicka funkcia + trojrezimovy SETAR model rezidui), obdobie 1961 — 2000.
Fig. 3. Mean monthly discharges and simulated time series based on the additive model
(systematic function + SETAR residual model), period 1961-2000.
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Modely priemernych mesacnych prietokov s aplikdciou
dvojrezimovych LSTAR modelov rezidui systematickej
funkcie

Vo viacrezimovych modeloch typu SETAR sa pred-
pokladd, Zze hranica medzi dvoma rezimami je dand
prahovou hodnotou c. Nakol'ko je indika¢na funkcia
I[y.q>c], nespojitd, prechod z jedného rezimu do
druhého je okamzity, skokovy. Nahradenim indikac¢nej
funkcie spojitou funkciou G(qgc), ktorej hodnota
s rasticou premennou ¢, plynule prechadza od hodnoty
0 po hodnotu 1, sa dosiahne to, ze prechod z jedného
rezimu do druhého je plynuly, spojity. Rezim v Case t je
uréeny hodnotou prechodovej funkcie (transition
function) G(qgc), kde q; je prechodova premennd
(transition variable) a c¢ je prahovd hodnota. Takyto
model oznacujeme ako STAR (SmoothTransition
AutoRegressive).

STAR model povazovat’ za viacrezimovy model, ktory
pripusta dva rezimy odpovedajuce extrémnym hodno-
tam prechodovej funkcie G(qsc)=0 a G(qge) =1,
pri¢om prechod od jedného rezimu k druhému je hlad-
ky, alebo mozno STAR model povazovat’ aj za "konti-
nuum" rezimov odpovedajtcich jednotlivym hodnotam
funkcie G(qg;c) z intervalu od 0 po 1. V tejto praci bude-
me uvazovat’ prvu interpretaciu, v ktorej uvedeny STAR
model povazujeme za dvojrezZimovy so spojitym pre-
chodom jedného rezimu do druhého. Rézne volby pre-
chodovej funkcie G(q;c) umozituju modelovanie roz-
nych typov viacrezimového spravania.

Ak je prechodovou funkciou logistickd funkcia s pre-
mennou ¢, (nadobuda posunuté hodnoty ¢asového radu

Yt-a), t.j .

L(qsY,0) = 1 = 1/(1 + exp(- Y(q: =), ¥>0(3)

1
+
ev(q—c)

Vysledny model sa oznacuje ako logisticky LSTAR(Y,c;

Tabul’ka 4.

p1.p2,d). Parameter ¢ v (3) mozZno interpretovat ako
prahovit hodnotu medzi dvoma rezimami odpoveda
jucim hodnotam logistickej funkcie L(qgy,c) = 0 a L(qg
v,c) = 1, pricom plati L(c;y,c) = 0,5. Parameter v je
parameter vyhladzovania (smoothing parameter), urcu-
je hladkost’ prechodu od jedného rezimu k druhému
(Dijk, Terdsvirta, Franses, 2000).

Hodnoty dvojrezimového LSTARC(Y,c;p1,p2,d) modelu
s prahovou hodnotou ¢, so zakladnymi autoregresnymi
linearnymi modelmi AR(p), p = max(p;,p;), v kazdom
reZime mozno opisat’:

Y= (0,101 1yt 01 Vep) (1-L(yeas Y6 H oot
012y 1ty 2Yp) LY 1,0) )TE “4)

kde:

(Go,it d1 iyt .. T Opiyip), 71,2,  —su
polynémy v jednotlivych rezimoch,

L(y.a;v,¢) je prechodova logisticka funkcia (neklesajice
zobrazenie prechodovej premennej q; na interval
[0,1]),

C - je prahova hodnota,

Y — je parameter vyhladzovania,

{e.} —je proces i.i.d.N(0,67).

autoregresné

Odhad dvojrezimového LSTAR modelu zaéneme $peci-
fikdciou maximalnej hodnoty parametra p, p=max(p,,
p2). Hodnoty d’alSich parametrov odhadujeme v procese
iteracie, v ktorom menime postupne hodnoty paramet-
rov ¢,d a odhadujeme autoregresné parametre v jednotli-
vych rezimoch, v zavislosti od nich sa nakoniec urci
parameter vyhladzovania y. Vysledkom je viacero
LSTAR modelov, zktorych vyberieme konkrétny na
zéklade metddy najmensich Stvorcov.

Vysledky odhadu dvojrezimovych LSTAR modelov
rezidui systematickej funkcie mesa¢nych prietokoch na
troch vybranych tokoch a Statistické parametre simulo-
vanych Casovych radov st uvedené v nasledujucej
tabul’ke 4.

Parametre dvojrezimového LSTAR (g,c;p1,p2,d) modelu rezidui systematickej

funkcie a charakteristiky simulovanych hodnét priemernych mesaénych prietokov
generovanych aditivnym modelom, obdobie 1961 — 2000

Table 4. Parameters of the LSTAR (g,c;p;,p2,d) residual model of the systematic function and
the statistical characteristics of the synthetic timeseries of the average monthly
discharges generated by the additive model, period 1961 to 2000
Tok Parametre dvojreZimového LSTAR(g,c;p;,p2,d) Sti;ii:ﬁfaﬂ;‘c?l;ﬁ;‘;sg:ky
(1961-2000) modelu aditivneho modelu
g ¢ P1 P2 o} 18 c
Hron 0,1 -3,01 1 0,15 25,27 13,80
Morava 0,1 18,23 1 0,56 103,63 57,14
Uh 0,1 1,62 1 0,22 30,56 16,38
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Grafy pozorovanych prietokov (Ciarkovana Ciara) a syn-
tetickych ¢asovych radov (plna ¢iara) na zéklade aditiv-
nych modelov s dvojrezimovymi LSTAR modelmi rezi-
dui systematickej funkcie st na nasledujiicom obr. 4.

Diagnostika a porovnanie modelov priemernych
mesacnych prietokov

Kazdy model odhadnuty pre dani mnozinu dat je
potrebné na zaver verifikovat, ¢i je naozaj vhodnym
modelom. Ak model nie je adekvatny, robia sa modifi-
kacie jeho parametrov, pripadne sa vyberie iny typ
modelu a cely proces Specifikacie, odhadu parametrov
a diagnostickej kontroly sa musi zopakovat. Adekvat-
nost’ modelu mozno posudit’ na zaklade vizualizacie
modelovanych udajov spolu so syntetickymi hodnotami

generovanymi modelom. Tieto vizualizacie pre jednotli-
vé modely sme prezentovali na obr. 2, 3, 4.

Okrem toho je vSeobecne pouzivanym spésobom diag-
nostickej kontroly modelu testovanie jeho rezidui. Ako
prvé sa zobrazi rezidualny casovy rad modelu, aby sme
vizudlne zistili, ¢i je tento rad stacionarny, t.j. ¢i ma
konstantny rozptyl (homoskedasticita) alebo vykazuje
v priebehu casu vacSie vykyvy (heteroskedasticita).
Casto sa na testovanie rezidui pouzivajii rozne $tatistic-
ké testy, ktorymi sa testuje normalita a korelovanost
rezidui. V pripade aditivnych modelov, ktoré sme popi-
sali, su vSetky rezidudlne rady nekorelované. Hodnoty
Standardnych odchyliek rezidui G,., st uvedené v tab. 5,
pri¢om stredné hodnoty rezidudlnych radov su vo vSet-
kych modeloch nulové. Aditivne modely maji mensiu
Standardnu odchylku rezidui ako systematické funkcie.

Hron

120

oo o
o o
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- e o = =

Qv s

)
=]

1965 1970 1975

1930 1985 1990 2000

Tlmes]

tMorava

1975

1990 1985 2000

o
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1980 1985 1990 1995
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Obr. 4.

Priemerné mesacné prietoky a simulované hodnoty generované aditiviym modelom:

systematicka funkcia + dvojrezimovy LSTAR modelom rezidui, obdobie 1961 —2000.

Fig 4.

The mean monthly discharges and the simulated values based on the additive model

(systematic function + LSTAR residual model), period 1961 —2000.
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Tabulka 5. Hodnoty koeficientu determinacie R?, miery presnosti MAPE a $tandardnej odchylky
rezidualneho radu systematickej funkcie a aditivnych modelov priemernych mesa¢nych

rietokov
Table 5. I\)’alues of the coefficient of determination, accuracy rates of MAPE and standard
deviation of the residual series of systematic function and additive models
Tok Systematicka funkcia Syst.f. + SETAR3 Syst.f. + LSTAR2
(1961-2000) | R? MAPE Ores R? MAPE Ores R MAPE Ores
Hron 0,50 44,331 13,18 0,57 37,94 12,38 0,56 36,72 12,40
Morava 0,46 47,64| 59,62 0,52 42,57 56,00 0,52]  4036| 5617
Uh 0,32 85,15 2321 0,37 79,29 22,46 0,36 8LI8| 22,55
Ak odhadujeme viac typov modelov pre pozorované typu modelu.
udaje, existuje niekol’ko moznosti, ako ich navzajom
porovnat’ a posudit’ ich kvalitu. Pre kazdy model sa vy-  Zaver

¢isl'uju miery presnosti. V tomto prispevku na porovna-
nie pouzijeme priemernii absolitnu percentudlnu
odchylku (Mean Absolute Percentage Error)

MAPE=@ nZ
n (=1

Y- ¥

Y

©)

Na zéklade udajov uvedenych v tab. 5 mozno konStato-
vat,, ze vzhl'adom na mieru presnosti MAPE (¢im men-
Sia, tym lepsi model), hodnoty koeficientu determinacie
R’ (¢im v&si, tym lepsi model) a $tandardnej odchylky
rezidualneho radu G, (¢im mensia, tym lepsi model), st
pre popisné ucely vsetkych prietokovych radov medzi
aditivnymi modelmi len vel'mi malé rozdiely.

Aditivne modely mesacnych prietokov s trojrezimovym
SETAR modelom rezidui mali pre vSetky prietokové
rady vyssie hodnoty parametra determinacie R* v porov-
nani s hodnotami koeficientu determinécie systematic-
kej funkcie, najviac v pripade toku Hron, v percentual-
nom vyjadreni o 7 %, najmenej pre tok Uh, 05 %, ¢o
mozno povazovat’ len za mierne skvalitnenie modelu pri
popise dat v porovnani so systematickou funkciou.
Standardné odchylky rezidui tohto modelu Gy, st v po-
rovnani s reziduami systematickej funkcie taktiez len
0 malo mensie.

Aditivne modely mesacnych prietokov, v ktorych st
syntetické hodnoty generované ako sucet hodnot syste-
matickej funkcie a hodnot stochastického dvojrezimoveé-
ho LSTAR modelu rezidui, maju koeficient determi-
nacie v porovnani s koeficientmi determinacie hodnét
systematickej funkcie vo vSetkych pripadoch mierne
vy$§i, najvicsie zlepSenie je v pripade toku Hron a Mo-
rava, v percentudlnom vyjadreni o 6 %, najmensie pre
tok Uh, 0 4 %. Vysledky su porovnatelné s vysledkami
aditivnych modelov s trojrezimovymi SETAR modelmi
rezidui. NaSe praktické sklisenosti potvrdzuju, ze hlavne
pri modelovani dlhych prietokovych radov na velkych
tokoch je dolezité experimentovat srdéznymi typmi
modelov a venovat’ vel'ka pozornost’ vyberu vhodného

V prispevku sme sa zamerali na aplikdciu zndmych
a doporucenych metdd zalozenych na sucasnych poznat-
koch z hydrolégie a analyzy ¢asovych radov. Analyzo-
vali sme idaje priemernych mesaénych prietokov name-
rané na troch tokoch situovanych v rdéznych oblastiach
Slovenska v obdobi 1961 az 2000. Na zédklade tychto
udajov sme vykonali zakladn Statisticka analyzu uve-
denej mnoziny hodnét prietokov, odhadli sme mate-
maticka funkciu trendu a cyklickej zlozky. V d’alSom
kroku sme zostavili aditivne modely a simulovali prieto-
kové rady ako stcet hodnét systematickej funkcie a sto-
chastickych viacrezimovych modelov rezidudlnych
¢asovych radov typu SETAR a LSTAR.

Existuje velké mnozstvo dlhodobych hydrologickych
udajov pozorovanych v réznych Casovych intervaloch:
spojito, hodinovo, denne, mesacne, ro¢ne alebo nepravi-
delne, ktoré pokryvaju rozne Casti priestoru, od izolova-
nych miest az po rozsiahle suvislé uzemia (pripadne
celt Zem). Hlavna uloha, ktora stoji pred vyskumnikmi
je analyza tychto dat, urenie trendov, cyklov, skoko-
vych zmien, ktoré mézu suvisiet’ s urcitymi prahovymi
hodnotami. Pri rieSeni tychto problémov sa nezaobide-
me bez vyvoja a aplikdcie modernych metod, medzi
ktoré patri aj stochastické modelovanie.

Cielom prace bolo poskytnit’ informécie o vyvoji
prietokového rezimu z hladiska trendov a cyklickych
javov na troch vybranych tokoch a vytvorit’ ¢o stochas-
tické modely prietokov. Vysledky tejto analyzy pomozu
lepSie pochopit’ zmeny v rezime prietokov za obdobie
1961 az 2000.

Aplikacia rdznych typov modelov, interpretacia a po-
rovnanie vysledkov modelovania mézu prispiet’ z hla-
diska vodohospodarskeho k lepSiemu vyuzitiu tokov.
Odhadnuté modely umoziuju aj predpovedanie prieto-
kov v mesaénom kroku v danej oblasti. Analyzy pozo-
rovanych dat aich matematické modely mézu byt
podkladom pre rozhodovacie procesy pri ekologicko-
technickych zésahoch na =zlepSenie hydrologickych
pomerov, ako aj pre manazment povodi.
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MODELLING OF THE MEAN MONTHLY DISCHARGES
USING THE SETAR AND LSTAR REGIME SWITCHING MODELS

The modelling and forecasting of discharge time series
is an important issue in the engineering hydrology. The
aim of the study was to provide information on the
changes of the mean monthly discharges in terms of
trends and cyclical phenomena and to create various
stochastic models. The analysis was based on the mean
monthly discharge time series obtained at the stations
Banska Bystrica (Hron), Moravsky Jan (Morava) and
Lekarovce (Uh) from the period 1961 to 2000. First, the
systematical function to describe trends and cycles in
the data have been created. Then we have applied the

SETAR and LSTAR regime switching model class for
modelling systematic function of residual time series
and have created additive models for mean monthly
discharges. Finally, we tested the profitability of various
regime switching models for modelling and simulation
the mentioned discharge time series. The results of this
analysis will help to better understand changes in the
flow regime for the period 1961-2000 as also can be
used for building mathematical models for the
simulation of future changes and forecasting of mean
monthy discharges.
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