ACTA HYDROLOGICA
SLOVACA

Roénik 19, &. 1, 2018, 49 — 59

TESTOVANIE DVOJROZMERNYCH ARCHIMEDOVSKYCH KOPULA FUNKCI{

PRI KOINCIDENCII PRIETOKOV HLAVNEHO TOKU A PRITOKU

Veronika Bacova Mitkova, Dana Halmova

Prispevok prezentuje testovanie a vyber vhodnej kopula funkcie pre dvojrozmernt analyzu synchronne sa vyskytujicich
maximalnych prietokov na hlavnom toku a jeho pritoku. Analyzované boli synchronne priemerné denné prietoky na
hlavnych slovenskych tokoch a ich pritokoch v povodi rieky Dunaj. V prvej Casti prispevku je prezentovana priprava
vstupnych tdajov a korelacna analyza Gdajov. V d’alSej Casti je prezentovany vyber marginalnych distribu¢nych funkcii
a vyber vhodnej funkcie pre vypocet dvojrozmernej zdruzenej distribuénej funkcie vyskytu synchronnych prietokov.
Ako matematicky prostriedok na ur€enie zdruzenej pravdepodobnosti vyskytu dvoch zavislych premennych bola
pouzita Archimedovska trieda kopula funkcii. Najmensie hodnoty chyb odhadu dosiahli pravdepodobnosti vypocitané
pomocou Gumbel-Hougaard kopula funkcie a preto bola tato funkcia vybrana ako najvhodnejsia na ilustraciu zdruzenej
pravdepodobnosti vyskytu synchronnych premennych.

KEUCOVE SLOVA: maximalny priemerny denny prietok, koreldcia, kopula funkcia, 3tatisticky test, zdruzen4 pravdepodobnost’
prekrocenia

TESTING THE TWO-DIMENSIONAL ARCHIMEDEAN COPULA FUNCTIONS IN COINCIDENCE OF
FLOOD DISCHARGES OF THE MAIN RIVER AND TRIBUTARY. The paper presents testing and selecting an
appropriate copula function for two-dimensional analysis of synchronously occurring maximum discharges at the main
stream and its tributary. Synchronous mean daily discharges on the main Slovak streams and their tributaries of the
Danube river basin were analysed. The first part of the paper presents the preparation of the input data and correlation
analysis of the data. The next part, presents the selection of marginal probability distribution functions and the selection
of the appropriate copula function for calculation of the two-dimensional joint probability distribution functions of the
synchronous discharges. Some Archimedean copula functions were used as a mathematical tool for determining the
joint probability distribution. Tested Archimedes copula functions have achieved relatively equal calculated distribution
probabilities. Probabilities calculated using the Gumbel-Hougaard copula function reached the smallest error of the
estimation. This function has been selected as the most appropriate for illustrating the joint probability of occurrence of
the synchronic variables.

KEY WORDS: maximum daily discharge, correlation, copula function, statistical test, joint probability distribution functions

Uvod

Konven¢né jednorozmerné pristupy hodnotenia hydro-
logickych charakteristik nemusia poskytnut’ uspokojivé
vysledky pre vyhodnotenie povodnovych rizik v situa-
ciach, ked’ povodne nastani na dvoch, alebo viacerych
rieckach sucasne a spoja sa. Aj z tohto dévodu by mal
byt dalej rozvijany a definovany v ramci hydrolo-
gickych analyz povodiiovych vin viacrozmerny pristup
Statistického analyzovania povodiovych udalosti na

vstupnych profiloch hlavného toku a jeho pritokov.
Tokov s prirodzenym rezimom neustale ubuda a narasta
pocet tokov, ktoré su ovplyvnené technickymi zasahmi.
Upravou toku (ale aj povodia) &asto dochadza ku kon-
centracii odtoku z povodia ako aj k zvySeniu postupovej
rychlosti povodnovej viny. Désledkom toho, méze do-
chadzat’ k stretavaniu kulminacii na hlavnom toku
s pritokom, alebo k narastu prietokov v dosledku zrych-
leného pohybu vody bud’ na hlavnom toku, alebo pri-
toku. Napriklad augustova povodeii v roku 2002 v Ce-
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chach na rieke Vltava arieke Dyje vykazovala narast
doby opakovania prietokov s rastom plochy povodia, ¢o
bolo spdsobené stretavanim povodiovych vin v profi-
loch rie¢nej siete, ked” dochadzalo k su¢asnému zasiah-
nutiu susednych povodi intenzivnymi zrazkami (Zave-
reéna sprava VUV TGM CR, 2002). Analyzovanim
rizika povodni v dosledku zhody povodniovych prieto-
kov na hlavnom toku a jeho pritokov za pouZitia vybra-
nych marginalnych distribuénych funkcii a viacrozmer-
nych (4D) kopula funkcii sa zaoberali napr. Chen a kol,
2012. Autori vyhodnotili ako vhodnu X-Gumbel kopula
funkciu anasledne odvodili podmienené distribucné
funkcie adoby opakovania zdruzenych prietokov.
Zhodou synchrénne sa vyskytujticich povodiiovych vin
na Dunaji a jeho pritokoch sa napr. zaoberal Prohaska
(1999), ktory pri analyze vychadzal z teérie Statistiky
dvojrozmernej premennej. Modelovanim hydrologic-
kych zdruzenych udalosti na ricke Moravy s vyuzitim
agregaénych operatorov (napr. kopula funkcie) sa
zaoberal vo svojom prispevku Mata§ (2009). Modelo-
vanim viacrozmernych ¢asovych radov v oblasti prirod-
nych vied sa zaoberali Gaal a kol. (2010). Szolgay et al.
(2016) analyzovali zavislost' medzi vrcholovym prietok-
mi aobjemom povodiovej udalosti v regionalnom
kontexte pomocou kopula funkcii. Jeden z vysledkov
analyzy ukdzal, ze napr. kopula funkcie ako: Galambos,
Gumbel and Hiisler-Reiss pomerne dobre modeluju
extrémnu zavislost ako iné vybrané kopula funkcie
(Clayton, Joe).

Cielom prispevku je prezentovat’ vyber vhodnej kopule
7 najCastejSie pouzivanej triedy kopula funkcii v hydro-
logii — Archimedovské kopula funkcie (Clayton,
Gumbel-Hougaard a Frank) pre frekvenéni analyzu
synchrénne sa vyskytujucich prietokov hlavného toku
a jeho pritoku. Analyzované budi synchréonne priemer-

né denné prietoky na hlavnych slovenskych tokoch
v povodi rieky Dunaj a ich vybranych pritokoch. Analy-
za zhodnych prietokovych charakteristik méze vyznam-
ne prispiet k spolahlivejSiemu hodnoteniu povodno-
vého nebezpecenstva.

Vybrané toky a ich pritoky

V tomto prispevku sme sa zamerali na povodie Dunaja.
Na analyzu boli vybrané najvéacSie slovenské toky
vlievajuce sa priamo do Dunaja a ich najvécsie pritoky
v usekoch s ¢o najmensim ovplyvnenim toku (obr. 1).
Ako vstupné udaje boli pouzité priemerné denné prieto-
ky. Tabulka 1 uvadza zoznam vybranych tokov a ich
pritokov, 12 vodomernych stanic (hlavné toky 8 stanic
a pritoky 4 stanice) a analyzované obdobie.

Metodika
Priprava vstupnych udajov

Rady roénych maxim obsahujt iba jednu hodnotu za rok
a preto sa v tomto rade moze stratit’ informacia o vrcho-
lovom prietoku, ktory je vyssi ako maximum v inom
roku. Tieto obmedzenia vedu k vyuzitiu metody Peak
Over Threshold (POT). Rady udajov pri metode POT
obsahuju vSetky hodnoty nad zvolenou prahovou hod-
notou (Rao a Hamed, 2000). Pre prvy vyber dat sa ako
prahova hodnota voli hodnota okolo Q, (dlhodoby
priemerny rocny prietok). Tato hodnota je pomerne
nizka a stbor vrcholovych prietokov vin moéze mat
prilis velky rozptyl, méze teda obsahovat’ viny, ktoré
nemusia byt vrcholmi vyznamnych povodni. Postup-
nym zvySovanim prahovej hodnoty sa dosiahne poza-
dovany pocet udalosti za dané obdobie (rok), ktoré su
nad touto prahovou hodnotou.

Obr. 1.
Fig. 1.

Schematicka mapa hlavnych povodi Slovenska.
The Schematic map of the main Slovakia basins.

Tabulka 1. Zoznam vybranych tokov a ich pritokov, vodomernych stanic a analyzované obdobie

Table 1. List of the selected streams and their tributaries, gauging stations and analyzed periods
Hlavny Vodomerna stanica Vodomerna stanica Pritok Vodomerna obdobie
tok hl. tok horna (UP) hl. tok dolna (DWN) stanica pritok

Morava Straznica Moravsky Svity Jan Myjava Sastin Straza 1968 — 2011
Vah Liptovsky Hradok Liptovsky Mikulas Bela Podbanské 1950 — 2011
Nitra Chynorany Nitrianska Streda Bebrava  Nadlice 1940 — 2011
Hron Banska Bystrica Ziar nad Hronom Slatina Zvolen 1977 - 2011
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Prahova hodnota sa potom zvycajne voli tak, aby subor
hodnét zaradenych do Statistického spracovania obsaho-
val v priemere okolo Styroch vrcholovych hodnét za
rok. Pri vybere povodiovych udalosti musi byt zabez-
pecena aj ich nezavislost, a to uréitymi kritériami, ktoré
su uvedené napr. v praci Bayliss, 1999. V naSich
vypoctoch bola prahova hodnota zvolena na hladine 40
— 50% dlhodobého maximalneho ro¢ného prietoku tak,
aby bola zabezpetena nezavislost vin aaby boli do
analyzy zahrnuté vSetky vyznamné udalosti v roku. Na
zaklade dennych prietokov boli vybrané prietokové
viny, ktoré by mohli byt’ zaradené do suboru potrebného
k $tatistickému spracovaniu. Z tychto vin boli vybrané
maximalne priemerné denné prietoky a prislichajuce
prietoky na hlavnom toku ajeho pritoku podla nizSie
uvedenej schémy kombinacie premennych.

Schéma kombindcie premennych

Pri analyze vzajomného vztahu synchrénnych prietokov
povodniovych vin na hlavnom toku a jeho pritoku sme
skimali kombinacie nasledovnych premennych:

1) Qup (max) — QcorJ(DWN); 2) QUP(mw() - erJ(TR); 3)
QDWN(max) - QcarZ(UP); 4) QDWN(thx) - QcorZ (TR)s 5) QTR(max)
- QCOVS(UP); 6) QTR(max) - Qcor3(DWN)~

kde:

Oup (maxy — maximélny priemerny denny prietok v hornej
stanici na hlavnom toku;

Ocortpwny, Qeorirry — korespondujiice prietoky na hlav-
nom toku vdolnej stanici a pritoku v ¢ase vyskytu
maximalneho priemerného denného prietoku na hlav-
nom toku v hornej stanici;

Opwiimay — Mmaximalny priemerny denny prietok v dol-
nej stanici na hlavnom toku;

Ocor2wp) Qeor2 (i) - koreSpondujtice prietoky na hlavnhom
toku v hornej stanici a pritoku v ¢ase vyskytu maxi-
malneho priemerného denného prietoku na hlavnom
toku v dolnej stanici;

O7ramay — Mmaximélny priemerny denny prietok na
pritoku;

Ocorswry Qeorsown) — koreSpondujlice prietoky na hlav-
nom toku v hornej stanici a dolnej stanici v ¢ase vyskytu
maximalneho priemerného denného prietoku na pritoku.
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Nitra - Bebrava
Hron - Slatina
Marava- Myjava
Nitra - Bebrava
Hron - Slatina
Morava- Myjava
Nitra - Bebrava
Hron - Slatina

Korelacny koeficient vzajomného vzt’ahu prietokovych
charakteristik

Korelaény koeficient vzajomného vzt'ahu prietokovych
charakteristik pre zvolené kombinacie premennych bol

vypocitany podl'a vztahu (1).
1
- né;é; |:;xiy[ -

kde

n — pocet merani; d, — Standardna odchylka premenne;j x;
o, — Standardna odchylka y; x; — premenna x (Q [m’s™];
y;i — premenna y (Q [m’s"]. Na urdenie tesnosti
vzajomného vztahu bolo pouzité nasledovné kritérium
(Prohaska, 1999):
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kde o je odchylka korelacného koeficienta (rovnica 3),
ak R >>0.
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Nasledne boli vypocitané korelacné zavislosti medzi
zvolenymi kombinaciami premennych a podla vztahu 2
uréena tesnost’ tejto vzajomnej zavislosti (obr.2)

Na zéklade vysledkov z korelacnej analyzy pre rozne
kombinacie premennych mozeme konStatovat, ze
vSetky kombinacie dennych maximalnych prietokov
maju Statisticki vyznamnost' a mézu byt pouzité na
dalSiu viacrozmernu Statistickil (frekvencéntl) analyzu
povodiovych udalosti na vstupnych profiloch hlavného
toku a jeho pritoku. Najniz$ia korelacia bola zistena
medzi maximalnym prietokom na hlavnom toku v hor-
nej stanici a pritokom pre Véah a Belt. Nizsi korelacny
koeficient pre kombindciu premennych Quppmay
Qcor](TR) a QTR(max) - Qcor3(UP) na Véhu by mohol byt’
dosledkom c¢iastocne rozdielneho povodilového rezimu
hlavného toku ajeho pritoku. Korelaény koeficient
medzi dolnou stanicou na Vahu a pritokom Belou pre
kombinaciu premennyCh QDWN(max) - QcorZ (TR) & QTR(max) -
Ocorsown) dosiahol podstatne vyssie hodnoty.

Nitra - Bebrava
Morava - Myjava.

Morava - Myjava
Hron - Slatina

Nitra - Bebrava
Morava - Myjava.
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Obr. 2.
Fig.2.
synchronous variables.

eor2up

Oicdon Ovarz O™ Coorsup eorsdhin

Hodnoty korelacného koeficienta R pre volené synchronne kombindcie premennych.
Values of the correlation coefficients R of the various combinations of the
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Atmosférické zrazky patria k Casovo a priestorovo
najpremenlivej§im meteorologickym prvkom. Reliéf,
hlavne vyskové pomery, ¢lenitost’, smer pohori a poloha
zniZenin su v suvislosti s prevladajicim pradenim vzdu-
chu a zrazkovou expoziciou rozhodujuce pre priestoro-
vu diferencidciu zrdzok. Vplyv tychto charakteristik
reliéfu sa v plnej miere uplatituje aj v povodi horného
Véhu (Pekarova a Szolgay, 2005). Najvyssiu korelacnii
zavislost’ ukédzala kombinécia premennych Qupgnay —
Q.oriwn) medzi Nitrou a Bebravou.

Jednorozmernd analyza synchronnych hydrologickych
premennych

Prvym krokom dvojrozmernej analyzy je identifikacia
jednorozmernych (okrajovych) rozdeleni pravdepodob-
nosti hydrologickych premennych. Nahodné premenné
mdézu mat rozne vlastnosti a preto je potrebné ich
transformovat’ na ndhodne premenné s oborom hodnot
v intervale [0, 1]. Ked’ pozname okrajové rozdelenie,
dokazeme oddelit’ individualne spravanie sa nadhodnych
premennych od ich $truktary. Struktira zavislosti je
uplne opisana zdruzenym rozdelenim nahodnych pre-
mennych ziskanych z marginalnej distribtcie. Na urce-
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parametrickou distribucnou funkciou.
Fig. 3. a)-d)
functions.

Gamma distribution

Porovnanie empirickej ciary rozdelenia pravdepodobnosti

nie parametrov distribu¢nych funkcii sme pouzili §tan-
dardnti metédu MLM (metéoda maximalnej vierohod-
nosti). Podl'a testov dobrej zhody (Kolmogorov-Smi-
mov a x°) boli vybrané vhodné parametrické rozdelenia
pravdepodobnosti. Hodnoty p-value testov ukazali, Ze
nemozeme zamietnut' hypotézu, ze vybrané paramet-
rické rozdelenia pravdepodobnosti dobre vyhovuji po-
zorovanym Udajom na urovni 5 % vyznamnosti. Para-
metrické distribucie JohnsonSB a Gamma sa ukazali
ako najlepsie pre vacsinu vybranych premennych odvo-
denych metédou POT. JohnsonSB predstavuje ohrani-
¢entl distribliciu s parametrami tvaru vy, 0, lokalizacnym
parametrom p a parametrom stupnice . Toto rozdelenie
suvisi s normalnym rozdelenim. Ide o kontinualnu
distribuciu definovani na ohrani¢enom rozsahu, ktora
mdze byt symetricka alebo asymetrickd. Dvoj-para-
metrické rozdelenie Gamma je vel'mi dolezitym mode-
lom v S$tatistickej hydrologii. Jednd sa o flexibilné
rozdelenie schopné mat’ mnoho rdznych tvarov a je
v mnohych krajinach Siroko pouzivané pre modelovanie
povodiiovych sérii. Empiricka ¢iara prekrocenia bola
uréena pomocou vzorca Cunnane (1978) a porovnana
s vybranymi parametrickymi rozdeleniami pravdepo-
dobnosti (obr. 3a) -d)).
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Dvojrozmernd analyza synchronnych hydrologickych
premennych

V naSej praci sme pouzili Archimedovsku triedu kopula
funkcii pre ich flexibilitu a pomerne I'ahku konstrukciu
(tab. 2). Okrem toho tato trieda kopula funkcii zahiia
celu sadu parametrickych kopul, ktoré pokryvaju Siroku
Skalu Struktar zavislosti. Medzi existujicimi typmi
kopula funkcii je trieda Archimedovskych kopul vel'mi
popularna a pouzivana pri hydrologickych analyzach
(Zhang a Sing, 2006, , De Michele a kol., 2005, Genest
a Favre, 2007). Pre kazdu kopulu mozno ur¢it’ hodnotu
parametra @ pomocou matematického vztahu (Nelsen,
2006) medzi Kendallovym koeficientom korelacie
a generujucou funkciou ¢(?). Hodnoty odhadnutych
parametrov testovanych Archimedovskych kopula
funkcii st uvedené v tab. 3.

Tabulka 2.

Testovanie vhodnosti zvolenych kopula funkcii

Testovanie vhodnosti kopula funkcie a vyuZzivanie
testov dobrej zhody je pomerne Casto diskutovany prob-
1ém v odbornej literatiire. Kojadinovic and Yan (2011)
porovnavali empiricki kopulu s parametrickym odha-
dom kopuly odvodenym z nulovej hypotézy. Rozsirili
multiplikatorovy pristup o multivariatné viacparamet-
rické kopuly a Studovali vysledny vysledok testu dobrej
zhody(Karmakar and Simonovic (2009); Shiau et al.
(2010); Chowdhary et al. (2011) ). Chen a Fan (2005)
predstavili takzvany test "pseudo-likelihood ratio", in-
Spirovany semi-parametrickou adaptéciou kritéria AIC.
Requena akol. (2012), Szolgay akol. (2016) vyuzili
ako test dobrej zhody na urcenie rozdielu medzi empi-
rickou a parametrickou kopula funkciou test zaloZeny
na Cramér-von Mises kritériu.

Funkcie pravdepodobnosti, rozsah parametra kopula funkcie, vztah parametra

a Kendallovho T a funkcia generatora kopule ¢(t) — Archimedovské kopula funkcie

Table 2. Probability functions, parameter space, generating function and relationship of
non-parametric dependence measure with association parameter for the most
frequently used Archimedean copulas in hydrology

Kopula parameter 1 Kendall's generator

C(u, v, 0) P P o)
_ _ _ 4 _

Clayton w+v?-1)"° [-1,5) /{0} yie) 5 )

Gumbel- ) 071/0 o-1 —Inp)?

Hougaard expl- (~Inu)’ + (~=1nv)*)" [1,5) . ~Ino)

1 (e -1 -1 4. e -1

Frank —gln[l + ) 1 (-o¢,09/{0} L2100 -1] —hn

di- 0" = —log( 6)

Debye  function D, :ir ?
6% e —1

Tabul’ka 3. Hodnoty parametrov testovanych kopula funkcii (C — Clayton, G-H — Gumbel-
Hougaard, F — Frank) pre zvolené kombindcie premennych

Table 3. Copula parameters (C — Clayton, G-H — Gumbel-Hougaard, F — Frank), selected
combinations of the variables
Qmaxup' Qcor] dwn Qmaxup' Qcor] r thlxdwn' QcarZup thlxdwn' Qcathr thlxtr' Qc'or3up QQc :l::m
Morava — Myjava
C 1,3 1,22 1,91 0,88 0,83 0,58
G-H 1,65 1,60 1,95 1,44 1,42 1,29
F 4,19 3,98 5,52 3,1 2,88 2.4
Vah — Bela
C 3,28 0,77 2,42 1,25 0,59 1,,66
G-H 2,64 1,39 2,21 1,62 1,29 1,83
F 8,1 2,73 6,72 3,95 2,21 5,21
Nitra — Bebrava
C 4,06 1,15 5,33 1,89 1,45 2,65
G-H 3,03 1,58 3,60 1,95 1,72 2,32
F 10,41 3,62 13,22 5,61 4,61 7,31
Hron — Slatina
C 3,75 1,86 2,74 3,15 1,07 2,81
G-H 2,87 1,93 2,37 2,58 1,54 2,41
F 9,65 5,41 7,35 8,05 3,54 7,3
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Voprvej faze sme na testovanie vhodnosti kopula
funkcie pouzili porovnanie empirickej pravdepodob-
nosti vyskytu s parametrickym odhadom pravdepodob-
nosti vyskytu podl'a kopula funkcii. Pre vypocet empi-
rickej kopula funkcie bola pouzita rovnica podl'a Grin-
gortena (Rovnica 4) (Gringorten, 1963). Graficky sme

hodnoty x; a y;, n,,; poradie vyskytu kombinacii x; a y;.

Na posudenie rozdielov medzi vypocitanou empirickou
a parametrickou kopula funkciou boli pouzité aj
nasledovné Statistické indikatory:

Priemerna absolttna chyba odhadu

porovnali uréené empirické pravdepodobnosti so zodpo-
vedajicimi vypocitanymi parametrickymi pravdepodob-
nostami, ktoré odhalili rozsah, v akom plocha kopuly
zodpoveda vybranym radom pozorovanych udajov. Na
obr. 4 su empirické a vypocitané pravdepodobnosti
podla kopula funkcii vynesené proti vzostupnym pora-
diam pozorovania.

MAE = ~%,|C — Cgl.

Standardna chyba odhadu

1
RMSE = \lﬁz'yzl(q9 —Cp)2.

> >'n, —044
F(X,y):P(XSXi,YS)’j):m:I ;+012

Maximalna absolutna chyba odhadu
(4) ME = max|Cy — Cg|.

kde Nje pocet premennych,; and i stipajica pozicia
kopula podl'a Gringortena.

Morava-Myjava

1.

kde Cp je parametricka kopula funkcia a Cg je empiricka
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Obr. 4.  Porovnanie empirickych a parametrickych pravdepodobnosti podla kopula funkcii
(Clayton — ruzova, Gumbel-Hougaard — cierna a Frank — Zlta) pre zvolené kombindcie
premennych.

Fig. 4. Comparison of the empirical (points) with fitted parametrical copula probabilities
(Clayton — pink, Gumbel-Hougaard — black and Frank — yellow).
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Z vysledkov porovnania hodnét chyb odhadu je zrejmé,
7ze vsetky testované Archimedovské kopula funkcie
dosiahli pomerne rovnaké rozdiely v chybach odhadu.
Najmensie hodnoty chyb odhadu dosiahli pravdepo-
dobnosti vypocitané pomocou Gumbel-Hougaard kopu-
la funkcie. NajlepSia zhoda medzi empirickou a para-
metrickou kopula funkciou bola dosahovana pre kom-
binacie premennych s mensou hodnotou ,,Rank korela-
cie“ (korelacia poradia). Néasledne bol na posudenie
vhodnosti teoretickej kopula funkcie pouzity neparamet-
ricky Kolmogorov-Smirnov test (KS test).

Na hladine vyznamnosti 0=0,05 bola pre dany rozsah
premennych urcena kritickd hodnota Statistickej
premennej D, z tabulky KS testu (napr. And¢l, 2003).
Podla vztahu (8) (Zhang, 2014) bola vypocitana
hodnota Statistiky D,, pricom musi platit’, ze D, > D, aby
sme nemuseli zamietnut' nulovi hypotézu. Vysledky
hodndt posudenia vhodnosti kopula funkcie podla KS
testu su vypisané v Tabulke 4.

mp—1
n |}

kde C; je hodnota parametrickej (x;, y;) kopula funkcie ,
myje pocet parov (x;, y,) vyhovujucich x<x; and y<y.

mg
Dy = maX;cy<n {|Ck - T| ’ |Ck -

®)

Podla KS testu mdézeme zamietnut' hypotézu HO pre
dvojice premennych, ktoré sa prejavuju pomerne vyso-
kou poradovou korelaciou Quaup — Qcortawn (Vah),
Qmaxup - Qcarldwn a Qmaxdwn - Qcor‘2up (N itr a) a Qmw(dwn -
Ocora(Hron — Slatina) pri vsetkych troch testovanych
kopula funkciach. Ked’ze hodnota Statistickej premennej
Dy narastad sklesajicim N pre dvojicu premennych
Ovasup — Qcortann (Hron) v tomto pripade HO nemozeme
zamietnut. Nasledne bol pre tieto dvojice pouzity este
doplitujiici ¥ test na potvrdenie vysledkov KS testu
(tabulka 5). Tento test nepotvrdil zamietnutie HO na
hladine vyznamnosti a=0,05. Najvyssie hodnoty p-value
boli dosiahnuté pre Gumbel-Hougaardova kopula fun-
kciu. NajlepSia zhoda medzi empirickou a parametric-
kou kopula funkciou ako aj hodnoty p-value boli aj
tymito testami dosahované pre kombinacie premennych
s mensou hodnotou korelacia poradia. Na zaklade testov
sme ako najvhodnejSiu kopula funkciu na uréenie zdru-
zenej pravdepodobnosti rozdelenia vyhodnotili Gumbel-
Hougaardovt funkciu.

Nasledne bola urobena simulacia 3000 parov podla
Gumbel-Hougaardovej kopula funkcie (obr. 5), a urena
zdruzena distribu¢nd funkcia vyskytu synchronnych
prietokov (JPDF-G-H- Joint Probability Distribution
Function — Gumbel Hougaard).

Tabulka 4. Posudenie vhodnosti zvolenych Archimedovskych kopula funkcii na vypocet zdruZenej
distribuc¢nej funkcie pomocou Kolmogorov-Smirnovho testu

Table 4. Evaluation of Archimedean copula functions for computing the joint distribution
function by Kolmogorov-Smirnov test
Clayton Gumbel-Hougaard Frank

Morava-Myjava N T/ p* Dy D, p-value D, p-value D, p-value
Omarir — Qeorldwn 116  039/0,57 0,126 0,129 0,268 0,095 0,653 0,120 0,364
Omavun — Ocortur 116  037/0,54 0,126 0,121 0,340 0,103 0,541 0,121 0,460
Ouaxawn — Qeoraup 137 0,49/0,66 0,116 0,146 0,098 0,116 0,290 0,134 0,174
Omaxdwn — Ocorarr 137  031/044 0,116 0,102 0,451 0,083 0,752 0,095 0,547
Onartr — Qeorsup 115 0,29/043 0,127 0,122 0,341 0,078 0,859 0,104 0,536
Oaxtr — Qcorsdwn 115 0,23/0,32 0,127 0,078 0,859 0,078 0,854 0,095 0,647
Vih - Bela N t/p Dy D, p-value D, p-value D, p-value
Omasuw — Qeortdwn 117 0,62 /0,78 0,126 0,180 0,016 0,174 0,040 0,180 0,028
Onmavur — Oeortur 117 0,28/0,39 0,126 0,111 0,443 0,094 0,658 0,111 0,443
Ouaxawn — Qcorzup 140  0,54/0,73 0,115 0,143 0,105 0,114 0,302 0,129 0,183
Ouaxawn — Qeorar 140 0,38/0,53 0,115 0,136 0,140 0,107 0,387 0,114 0,302
Onartr — Qeorsup 80 0,23/032 0,152 0,088 0,907 0,088 0,907 0,088 0,907
Ounastr = Qeorsdwn 80 045/0,61 0,152 0,150 0,304 0,113 0,666 0,138 0,409
Nitra - Bebrava N t/p Dy, D, p-value D, p-value D, p-value
Omasup — Qeortdwn 87 0,67/0,84 0,146 0,207 0,041 0,201 0,046 0,207 0,041
Omavup — Ocortur 87 0,37/0,52 0,146 0,150 0,264 0,126 0,464 0,150 0,264
Ouaxawn — Qeorzup 110  0,73/0,89 0,129 0,182 0,046 0,173 0,670 0,173 0,067
Ouaxawn — Qeorawr 110  049/0,66 0,129 0,155 0,131 0,127 0,314 0,136 0,240
Ouaxtr — Oeorsup 87 042/0,58 0,146 0,184 0,093 0,138 0,335 0,149 0,264
Ouaxtr — Qcorsdwn 87 0,57/0,76 0,146 0,172 0,135 0,143 0,264 0,161 0,191
Hron - Slatina N t/p Dy D, p-value D, p-value D, p-value
Oumaxup — Oeortdwn 56 0,65/0,84 0,181 0,179 0,303 0,161 0,430 0,163 0,430
Onmavur — Ocortur 56 0,48/0,67 0,181 0,167 0,387 0,132 0,693 0,139 0,619
Oumaxawn — Qeorzup 69 0,58/0,78 0,163 0,150 0,317 0,130 0,570 0,128 0,568
Omaxdwn — Qeorar 69 0,61/0,82 0,163 0,217 0,066 0,188 0,154 0,203 0,102
Omaxtr — Ocorsup 43 0,35/048 0,203 0,140 0,865 0,116 0,918 0,117 0,917
Ounartr — Qeorsdwn 43 0,58/0,78 0,203 0,209 0,269 0,203 0,270 0,209 0,269

*1/ p st hodnoty poradovej korelacie

55



Acta Hydrologica Slovaca, ro¢nik 19, ¢. 1, 2018, 49 — 59

Tabulka 5. Postdenie vhodnosti zvolenych Archimedovskych kopula funkcii na vypocet zdruZzenej
distribuénej funkcie pomocou ytest

Table 5. Evaluation of Archimedean copula functions for computing the joint distribution
function test y* test

Clayton Gumbel -Hougaard Frank
df  crit Y oos) Y p-value ¥ p-value X2 p-value

Qmaxup - Qcarldwn (th)’

Qmaxuz) - Qcorldwn (]\Iitr a)

Qmuxdwn - Qcar2u17 (N itr a)
Qmaxdwn — Qcothr(Hron — Slatina)

12,59 18,75 0,005 10,17 0,118 11,92 0,06
14,07 23,89 0,002 13,86 0,054 21,56 0,003
14,07 18,58 0,010 13,47 0,062 16,66 0,020

6
7
7
6 12,59 10,86 0,090 4,84 0,560 599 0,174
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Obr. 5. Porovnanie simulacie 3000 parov generovanych pomocou Gumbel-Hougaard
kopula funkcie pri nezamietnutej hypotéze HO.

Fig. 5. Scatter plots of 3000 data pairs generated from Gumbel-Hougaard copula and
measured data of the synchronous variables for selected combinations (cannot reject
hypothesis H0).
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Tabulka 6 prezentuje hodnoty JDF-G-H a zdruzenu
pravdepodobnost’  vyskytu maximalnych prietokov
nameranych na hlavnom toku a jeho pritoku v danych
staniciach PN (x, y) rovnica (9).

P=1- F(cor) - F(max) + C(F(max),F(cor))- )

kde, For) @ Finay st jednorozmerné okrajové distribuc-
né funkcie a Crpmay),Freory j€ zdruzend distribucna fun-
kcia podl'a zvolenej kopula funkcie.

Vo vSeobecnosti pravdepodobnosti, Ze obe premenné
prekrocia maximalne namerané hodnoty stucasne v tejto
studii boli pomerne nizke. Takato najvyssia pravde-
podobnost’ (P = 0,89 %) bola dosiahnuta pre tok Hron
a jeho pritok Slatina pre dvojicu maximalnych premen-
ny(:h (Qmaxtr'QmaxScorup) .

Obr. 6 znazoriuje priklad zdruZzenej pravdepodobnosti
prekroc¢enia PN (x, ), Ze obe premenné (Qan-Oeorsup)
na rieke Hron a jeho pritoku Slatina prekrocia zvolenu
hodnotu sucasne.

Tabulka 6. Hodnoty JDF-G-H pri maximalnych prietokoch nameranych na hlavnom toku a jeho

pritoku v danych staniciach

Table 6. Values of the JDF-G-H for maximal synchronous discharges for selected rivers
Morava-Myjava Vah-Bela Nitra-Bebrava Hron-Slatina
Quaxup [M5 '] 850 193 185,6 236,7
Quaxicors [Ms ] 62.8 56,1 97,4 149,8
Finaxup 0,996 0,998 0,99 0,988
F ool corts 0,993 0,996 0,991 0,991
Kopula parameter 0 1,6 1,39 1,58 1,93
JDF-G-H 0,991 0,995 0,985 0,985
P [%] 0,226 0,096 0,430 0,585
Qumaxdwn [M’s '] 1429 259.9 300 551,1
Quaxzeors [M°s 1] 324 77,7 97,4 149,8
Fonaxdwn 0,998 0,997 0,996 0,994
F max2cortr 0,994 0,997 0,993 0,991
Kopula parameter 0 1,44 1,62 1,95 2,58
JDF-G-H 0,994 0,995 0,992 0,990
P [%] 0,111 0,140 0,289 0,490
Quaxer [M°5 1] 72,46 77,7 98,7 149,8
Qumaxaeorup [Ms '] 712 120,6 185,6 236,7
Frooxir 0,994 0,995 0,991 0,977
Fnaxicorup 0,997 0,996 0,992 0,982
Kopula parameter 0 1,42 1,29 1,72 1,54
JDF-G-H 0,993 0,992 0,987 0,968
P [%] 0,141 0,130 0,429 0,890
Qumaxscordwn [Ms '] 978,9 259,9 300 551,1
F max3cordwn 0,998 0,993 0,994 0,992
Kopula parameter 0 1,29 1,83 2,32 2,41
JDF-G-H 0,993 0,991 0,989 0,976
P [%] 0,091 0,315 0.489 0,729

F — jednorozmerna distribu¢né funkcia rozdelenia pravdepodobnosti premennej

Joint probability P [-]

Obr. 6.
a jeho pritoku Slatina.
Fig. 6.
river and its tributary-Slatina.

B .l,,v’fTQmaxr:lO years
> _~ Tamaxtr=50 years
—Z < _~~ TQmaxtr=100 years
~

500

Priklad zdruzenej pravdepodobnosti ako funkcie (Quai-QOcorsuy) na rieke Hron

The example of the joint probability as a function of the (Ouaxy~-Qcorsuy) on Hron
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Zaver

Predlozeny prispevok prezentuje dvojrozmernt frek-
venénu analyzu synchrénne sa vyskytujiicich maximal-
nych prietokov na hlavnom toku a jeho pritoku. Analy-
zované boli synchrénne priemerné denné prietoky na
hlavnych slovenskych tokoch a ich vybranych pritokoch
v povodi rieky Dunaj. V prvej castiprispevku bola
opisana priprava vstupnych udajov a korelacné analyza
vzajomnych synchronne sa vyskytujucich maximalnych
prietokov. V d’alSej Casti je prezentovany vyber margi-
nalnych distribuénych funkcii rozdelenia pravdepodob-
nosti a vyber vhodnej kopula funkcie pre dvojrozmernt
zdruzenu Statistickil analyzu synchronnych prietokov.
Parametrické distribicie JohnsonSB a Gamma sa uka-
zali ako najlepSie pre vicsinu vybranych premennych
odvodenych metédou POT.

V predlozenom prispevku sme analyzovali najma vhod-
nost najéastejSic pouzivanej triedy kopula funkcii
v hydrologii — Archimedovské kopula funkcie (Clayton,
Gumbel-Hougaard a Frank). NajmensSie hodnoty chyb
odhadu dosiahli pravdepodobnosti vypocitané pomocou
Gumbel-Hougaard kopula funkcie, apreto bola tato
funkcia vybrana ako najvhodnejsia na ilustraciu zdruze-
ného rozdelenia pravdepodobnosti synchronnych pre-
mennych.

Podl'a zvoleného neparametrického Kolmogorov-Smir-
novho testu bola hypotéza HO (dvojice ndhodnych pre-
mennych ukazuji dobrt zhodu medzi empirickou
a teoretickou kopula funkciou) zamietnuta pre vSetky
testované kopula funkcie pri paroch, ktoré dosahovali
pomerne vysoké hodnoty poradovych zavislosti Kendall
T a Spearman p. NajlepSia zhoda medzi empirickou
a parametrickou kopula funkciou bola dosahovana pre
kombindacie premennych s menSou hodnotou Kendallov-
ho koeficienta koreldcie. Podl'a KS testu sa taktiez pre
ostatné synchronne pary ukazala ako najvhodnejSia
ztestovanych  Archimedovskych  kopula  funkcii
Gumbel-Hougaardova funkcia na ur€enie zdruzenej
distribu¢nej funkcie. V d’alSej cCasti bol pre dvojice
premennych na potvrdenie zamietnutia hypotézy HO
pouzity este dopliujuci neparametricky y° test. Tento
test nepotvrdil zamietnutie HO na hladine vyznamnosti
0=0,05. NajvysSie hodnoty p-value boli dosiahnuté pre
Gumbel-Hougaardovii kopula funkciu, ktord bola
vyuzita na ur€enie zdruZenej pravdepodobnosti vyskytu
synchronnych prietokov. Napriek tomu, Ze pravdepo-
dobnost’ sucasného vyskytu analyzovanych maximal-
nych synchronnych prietokov su pomerne nizke nemoz-
no vylucit, ze takto situacia by nemohla nastat’. Napr.
Tadi¢ a kol. (2016) analyzovali zdruZent pravdepodob-
nost’ vyskytu povodni na Dunaji a Drave pri meste Osi-
jek. Ich vysledky ukézali, ze pravdepodobnost’ takejto
situdcie je nizka (0,79%), ale nie nepravdepodobna.
Poukazali na to, Ze takato situacia nastala v roku 1966
a bola to jedna z najvacsich povodni. Aj preto vysledky
ziskané dvojrozmernou analyzou premennych, ktoré

charakterizuj hydrologicky rezim, mozu prispiet
k spolahlivejsiemu hodnoteniu povodiovych rizik.
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TESTING THE TWO-DIMENSIONAL ARCHIMEDEAN COPULA FUNCTIONS
IN COINCIDENCE OF FLOOD DISCHARGES OF THE MAIN RIVER AND TRIBUTARY

The paper presents the two-dimensional frequency
analysis of the synchronous maximum discharges at the
main river and its tributary. The daily discharges on the
main Slovak rivers and their selected tributaries of the
Danube river basin were analysed. The first part of the
paper described the preparation of the input data and
correlation analysis of synchronic maximum flows. In
the next part, the selection of marginal probability
distribution functions and selection of the appropriate
copula for the two-dimensional joint statistical analysis
of synchronous discharges were done. The parametrical
JohnsonSB and Gamma distributions showed the best
agreement for variables obtained from POT method.

In the presented paper, we analysed the suitability of the
most commonly used class of copula functions in
hydrology - Archimedean copula functions (Clayton,
Gumbel-Hougaard and Frank). At the first some errors
of the estimation for an evaluation of the difference
between the parametrical (Clayton, Gumbel-Hougaard
and Frank) and empirical copula function was used.
Based on the statistical criteria and visual comparison,
the Gumbel-Hougaard copula function was selected as
the most suitable to illustrate the joint probability
distribution of the synchronous variables. The best
match between empirical and parametrical copula
function was achieved for combinations of variables
with a lower Kendall correlation coefficient. Next, the
non-parametric  goodness-of-fit test Kolmogorov-

Ing. Veronika Bacova Mitkova, PhD.
Ing. Dana Halmov4, PhD

Ustav hydrolégie SAV

Dubravska cesta 9
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Smirnov for evaluation of the selected copula was used.
According to the KS test the null hypothesis HO
(variables come from same distribution) was rejected
for all pairs with relative high values of the Kendall t
a Spearman p. The best agreement between empirical
and parametric copula function was achieved for
combination of variables with a lower Kendall 7
coefficient and for Gumbel-Hougaard copula function.
For confirmation of the rejection of the null hypothesis
HO, another nonparametric * test was used. This test did
not confirm rejection of HO at the significance level o =
0.05 and achieved the highest values of p-value for the
Gumbel-Hougaard copula. The Gumbel-Hougaard
copula was used to determine the joint probability of
occurrence of the synchronic variables. Although the
occurrence  probability of analysed maximum
synchronous discharges was relatively low it cannot be
excluded that such a situation would not happen. E.g.
Tadi¢ et al. (2016) analysed the joint occurrence
probability of floods on the rivers Danube and Drava
near Osijek. Their results showed that the probability of
such situation is low (0.79%), but not unlikely. They
reminded that such a situation occurred in 1966 and it
was one of the biggest floods. Therefore, the results
obtained by the two-dimensional analysis of the
variables which characterize the hydrological regime
can contribute to a more reliable assessment of the flood
risks.
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